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МОДЕЛЬ 1M|G| |   С  НЕНАДЕЖНЫМ  ПРИБОРОМ  И  
«ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ» ЗАПРОСАМИ 

 
Рассматривается модель 1M|G| |  с ненадежным прибором и «отрица-

тельными» запросами, которые уничтожают находящиеся в модели регуляр-
ные запросы. Исследуются распределения длины очереди, периода занятос-
ти и периода регенерации модели. 

 
Введение. В области теории очередей наблюдается интерес к моделям 

с «отрицательными» запросами (negative customer), которые уничтожают 
накопленную рабочую нагрузку [1]. В применениях часто прибытие «отрица-
тельного» запроса интерпретируют как поломку прибора или поступление 
вируса, который уничтожает накопленную информацию [2]. В литературе 
такие запросы упоминаются также как «смывание очереди» [2], «массовое 
бегство» [3], «катастрофа» [4–6]. Модели и сети очередей с «отрицательны-
ми» запросами предложены и исследованы Джеленбе [7]. Это G-сети с раз-
личными механизмами взаимодействия «отрицательных» и регулярных 
запросов.  

При анализе G-сетей и очередей с «отрицательными» запросами часто 
считают, что они в сети не накапливаются и не обслуживаются, а лишь 
воздействуют на регулярные запросы: уничтожают, перемещают, преобра-
зовывают или генерируют их [1, 7]. Моделям очередей и G-сетей с «отрица-
тельными» запросами посвящено много работ (см., напр., [1, 8]). Модели 

1M|G| |  1MAP|G| |  и 1BMAP|G| |  с «отрицательными» запросами и с вос-
становлением прибора после их поступления при различных стратегиях 
накопления регулярных запросов исследованы в [4, 9–11].  

Модели с ненадежным прибором и приоритетами мало исследованы. 
Отметим работу [2] по модели М/М/1 с «отрицательными» запросами и 
приоритетами, где такие модели используют для анализа распределенной 
базы данных с поврежденными участками, в  [4, 7] – для анализа компьютер-
ных сетей и систем с вирусами, в [12] – для моделирования поведения 
вирусов в сети, оценки размера нанесенного ими ущерба и уровня защищен-
ности сети, в [13] – для оптимального управления сетевыми ресурсами.  
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В настоящей работе рассмотрена  очередь 1M|G| |  с ненадежным при-
бором и «отрицательными» запросами. Исследованы распределения длины 
очереди регулярных запросов, периода занятости (ПЗ) и периода регенерации 
(ПР) модели. 

Описание модели. Рассмотрим модель 1M|G| |  с ненадежным при-
бором и двумя пуассоновскими потоками. Первый поток – регулярные запро-
сы, которые могут накапливаться в очереди и обслуживаться. Второй – «от-
рицательные» запросы, которые в модели не накапливаются и не обслужи-
ваются. Запросы первого потока имеют параметр  , а второго –  . Прибор 
выходит из строя только в свободном состоянии. При отказе прибора вос-
становление начинается немедленно. Время между отказами прибора имеет 
экспоненциальное распределение с параметром  . Поступающие за период 
восстановления прибора запросы накапливаются и обслуживаются после 
восстановления. 

«Отрицательный» запрос действует следующим образом. Если при его 
поступлении прибор свободен и исправен, то он теряется. Если прибор занят 
обслуживанием то он уничтожает все регулярные запросы. Если прибор 
неисправен и восстанавливается, то он прерывает восстановление и уничто-
жает регулярные запросы. Модель продолжает работу со свободного состоя-
ния. Регулярные запросы в модели обслуживаются по дисциплине FIFO (first 
in–first out).  

Длительности обслуживания регулярных запросов и восстановления 
прибора – независимые одинаково распределенные случайные величины 
(СВ)   и   с произвольными функциями распределения (ФР) 

( ) ( )B x P x   и ( ) ( )C x P x  , плотностями ( )b x , ( )c x и конечными 
средними значениями  и   соответственно. Число мест для ожидания в 
модели неограниченно. В момент  0t   модель свободна и исправна. 

Длина очереди. Рассмотрим случайный процесс (СП) ( ), ( ), ( )L t x t I t  , 
где ( )L t  – количество регулярных запросов в модели в момент t . Если в 
момент t  прибор исправен, то ( )I t = 0, в противном случае ( )I t =1. Если в мо-
мент t  модель свободна и исправна, т.е. ( ) 0L t  , то полагаем ( ) 0x t  . При 

( ) 1L t   полагаем ( )x t  равным времени, которое прошло до момента t  с 
начала обслуживания запроса, находящегося в момент t  на приборе. Если в 
момент t  прибор восстанавливается, то ( )x t  полагаем равным времени, 
которое прошло с начала восстановления прибора до момента t . Введем 
обозначения: 

0 0 0

1 0

( , , ) ( ( ) 0, ( ) , ( ) ), ( , , ) ( ( ) 1, ( ) , ( ) ),

( ) ( ( ) 0, ( ) 0), lim ( ), ( , ) lim ( , , ), ( , ) lim ( , , ),

( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , ,
t t t

n n

n n

P n x t P I t L t n x t x K n x t P I t L t n x t x
x x

P t P I t L t P P t P n x P n x t K n x K n x t

P z x t z P n x t K z x t z K n x t
  

 

 
       
 

     

   ), 1,z 

1
0 0

( ) 1 ( ), ( ) ( ) , ( )sxF x F x F s e F x dx f F x dx
 

     , 
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0 0

( ) ( )( ) ( )( ) , ( ) , ( ) 1 , ( ) 1 .
1 ( ) 1 ( )

x x

t dt h t dtb x c xx h x B x e C x e
B x C x




 

     
 

 
 

Т ео р е ма  1 .  Преобразования Лапласа–Стилтьеса (ПЛС) производя-
щих функций (ПФ) ( , , ),P z x s  ( , , ),K z x s ( , ),P z s ( , )K z s  и вероятности свобод-

ного состояния модели 0 ( )P s  можно определить из следующих соотношений: 

 
  [ (1 ) ]

( ) [ ( , )] [ ( , ( ))]( )( , , ) [1 ( )],
( , ( )) (1 [ ( , ( ))])[ ( , )]

s z x
z R s C s z C s R ss zP z x s e B x

s R s C s R ss z B s z
 

  
  

   
      

    

 




[ (1 ) ]( )( , , ) [1 ( )]
{ ( , ( )) (1 [ ( , ( ))])}

s z xsK z x s e C x
s s R s C s R s

  
  

   
 

 



, 

0 ( )
{ ( , ( )) (1 [ ( , ( ))])}

sP s
s s R s C s R s


  




 



, 

 
 

 ( ) 1 [ ( , )] ( ) [ ( , )] [ ( , ( ))]
( , ) ,

( , ( )) (1 [ ( , ( ))])[ ( , )] ( , )

s z B s z z R s C s z C s R s
P z s

s R s C s R ss z B s z s z

    

   

     
  

    

  



 

 ( ) 1 [ ( , )]
( , )

{ ( , ( )) (1 [ ( , ( ))])} ( , )

s C s z
K z s

s s R s C s R s s z

  

   

 


 





. 

Доказательство. Для ( , , )P n x t  и ( , , )K n x t  составим уравнения Колмо-
горова: 

0 0
0 0

( ) ( ) ( ) (1, , ) ( ) (0, , ) ( )
t t

P t P t P x t x dx K x t h x dx
t

  
    

    

1 00 0
( , , ) ( , , ) ,

t t

n n
P n x t dx K n x t dx

 

 
  

 
    

     ,1( , , ) [ ( )] ( , , ) (1 ) ( 1, , ), 1,nP n x t x P n x t P n x t n
t x

                
   (1) 

,0( , , ) [ ( )] ( , , ) (1 ) ( 1, , ), 0.nK n x t h x K n x t K n x t n
t x

               
 

Запишем граничные условия: 

           ,1 0
0 0

0

( , 0, ) ( 1, , ) ( ) ( , , ) ( ) ( ), 1,

(0,0, ) ( ), ( ,0, ) 0, 0.

t t

nP n t P n x t x dx K n x t h x dx P t n

K t P t K n t n

 



     

  

      (2) 

Также запишем начальные условия: 0 (0) 1, ( , ,0) 0,P P n x  0,n   
( , ,0) 0,K n x    0n  ,  и  условие  нормировки: 

0
0 00 0

( ) ( , , ) ( , , ) 1, 0.
t t

n n
P t P n x t dx K n x t dx t

 
       
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В  (2)  ,1
1 при 1,
0 при 1.n

n =
n




  
 

Переходя в (1) и (2) к ПФ и ПЛС по t , имеем: 

                
0

0 0

1 00 0

( )( ) 1 (1, , ) ( ) (0, , ) ( )

( , , ) ( , , ) ,
n n

P s s P x s x dx K x s h x dx

P n x s dx K n x s dx

  



 

 

 

     

 
  

 

 

  

  

               (3) 

                          
( , , ) [ (1 ) ( )] ( , , ),

( , , ) [ (1 ) ( )] ( , , ),

P z x s s z x P z x s
x

K z x s s z h x K z x s
x

  

 


     




     


 

 
                        (4) 

                                                (0,0, ) ( ),K s P s                                                    (5) 

             

1
0

0 0

0 0

( , 0, ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( )

(1, , ) ( ) (0, , ) ( ) .

P z s z P z x s x dx K z x s h x dx P s z

P x s x dx K x s h x dx

 



 


 

    

 

 

 

   

 

           (6) 

Решения уравнений (4) записываем в виде 

                            
[ (1 ) ]

[ (1 ) ]

( , , ) ( , 0, ) [1 ( )],

( , , ) ( , 0, ) [1 ( )].

s z x

s z x

P z x s P z s e B x
K z x s K z s e C x

 

 

   

   

  

  

 

 
                           (4') 

Из условия нормировки имеем  0
1 00 0

1 ( ) ( , , ) ( , , )
n n

P s P n x s dx K n x s dx
s

 

 
       . 

Из (3) и (6)  получаем 

           0
0 0

(1, , ) ( ) (0, , ) ( ) 1 ( )[ ]vP x s x dx K x s h x dx P s s v
s

  
          

 
    .   (7) 

Из (5) находим 0
0

( ,0, ) ( ,0, ) (0,0, ) ( )n

n
K z s z K n s K s P s


       . 

Подставляя (7) в (6), получаем 
1

0
0 0

( , 0, ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) [ (1 )] ( ) 1 vP z s z P z x s x dx K z x s h x dx s v z P s
s

  
 

            
 

     .(8) 

Подставляя (4') в (8), после упрощений находим  

            0
1( , 0, ) 1 [ ( , )] 1 ( ) ( , ) (1 [ ( , )]) ,P z s B s z P s s z C s z
z s

           
 

        (9) 

где ( , )

0
( , ) (1 ), [ ( , )] ( )s z xs z s z B s z e dB x   


      . 

Пусть ( )R s  – наименьший неотрицательный корень уравнения 
[ (1 )]z B s z     . Тогда из условия ограниченности ПФ ( , 0, )P z s  при 

| | 1z    находим 0 ( )P s : 
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                                0 ( ) .
{ ( , ( )) (1 [ ( , ( ))])}

sP s
s s R s C s R s


  




 



                        (10) 

В [13, 15] получены выражения для 0 ( )P s  и ( )R s  при 0  для модели 
1M|G| |  с дисциплинами обслуживания регулярных запросов  FIFO и LIFO 

(last in–first out). 
Как следует из [15], полученное для 0 ( )P s выражение верно для 

моделей с консервативными дисциплинами [16].  

Из (5) имеем  ( )(0,0, ) .
{ ( , ( )) (1 [ ( , ( ))])}

sK s
s s R s C s R s

 
  




 



 

Подставляя в (8) выражение (10), находим 

 
 ( ) [ ( , )] [ ( , ( ))]( )( , 0, ) ,

( , ( )) (1 [ ( , ( ))])[ ( , )]

z R s C s z C s R ss zP z s
s R s C s R ss z B s z

  
  

      
    

 



 

 
  [ (1 ) ]

( ) [ ( , )] [ ( , ( ))]( )( , , ) [1 ( )],
( , ( )) (1 [ ( , ( ))])[ ( , )]

s z x
z R s C s z C s R ss zP z x s e B x

s R s C s R ss z B s z
 

  
  

   
      

    

 




[ (1 ) ]( )( , , ) [1 ( )].
{ ( , ( )) (1 [ ( , ( ))])}

s z xsK z x s e C x
s s R s C s R s

  
  

   
 

 



 

Проинтегрировав ( , , )P z x s  и ( , , )K z x s , получаем 

 
 

 ( ) 1 [ ( , )] ( ) [ ( , )] [ ( , ( ))]
( , ) ,

( , ( )) (1 [ ( , ( ))])[ ( , )] ( , )

s z B s z z R s C s z C s R s
P z s

s R s C s R ss z B s z s z

    

   

     
  

    

  



 

 ( ) 1 [ ( , )]
( , )

{ ( , ( )) (1 [ ( , ( ))])} ( , )

s C s z
K z s

s s R s C s R s s z

  

   

 


 





. 

Период занятости модели. Для определения ПЗ модели воспользуемся 
методом введения дополнительной переменной [13, 15]. Введем плотности 
вероятностей: 

1 1 1

1 1 1

( , , ) { ( ) 0, ( ) , ( ) , ( ) 0 длявсех (0 ) | (0) 0},

0, 0, 0,

( , , ) { ( ) 1, ( ) , ( ) , ( ) 0 для всех (0 ) | (0) 0},

0, 0, 0,

q n x t P I t L t n x t x L t t t t L
x

n x t

g n x t P I t L t n x t x L t t t t L
x

n x t


       


  


       


  

1 0

0 0

( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ) ,

( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ) .

n st

n

n st

n

q z x t z q n x t q z x s e q z x t dt

g z x t z g n x t g z x s e g z x t dt











 

 

 

 




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Т ео р е ма  2 . Для ПЛС ФР и среднего значения ПЗ модели, ПФ 
количества запросов внутри ПЗ модели справедливы соотношения: 

                 

 

[ (1 )]

( ) ( ) [ (1 ( ))] ,
( )( )

1 ( ) 1 ( ) ,

[1 ( )]( , , ) [1 ( )],
[ (1 )]

s z x
a

v ss R s C s R s
v s s

B C

z R sq z x s e B x
z B s z





 

    
  

   
     

 
   

      
  

 
   

 


 
   



 




     (11) 

[ (1 )][ (1 )] [ (1 ( ))]( , , ) [1 ( )],
11 [ (1 )]

s z x
b

C s z C s R sq z x s e B x
B s z

z

    

 

         
 

     
 

 



 

[ (1 )]( , , ) [1 ( )]s z x
bg z x s e C x       

при следующих начальных условиях: 

                       ,1

,0

) ( , ,0) ( ) , ( , ,0) 0, 0, 0,

) ( , ,0) ( ) , ( , ,0) 0, 1, 0,
n

n

a q n x x g n x n x
b g n x x q n x n x

 

 

   

   
                  (12) 

где ( )x = 0  при 0x   и  ( ) 1x dx




 . 

Доказательство. Составим дифференциально-разностные уравнения 
Колмогорова для плотностей ( , , ), ( , , )q n x t g n x t :  

,1

,0

0 0

( , , ) [ ( )] ( , , ) (1 ) ( 1, , ), 1, 0,

( , , ) [ ( )] ( , , ) (1 ) ( 1, , ), 0, 0,

( , 0, ) ( 1, , ) ( ) ( , , ) ( ) , 1, 0,

( , 0

n

n

t t

q n x t x q n x t q n x t n x
t x

g n x t h x g n x t g n x t n x
t x

q n t q n x t x dx g n x t h x dx n t

g n

    

   



             
             

     



 

, ) 0, 1, 0.t n t  

(13) 

Переходя к ПФ, имеем 

( , , ) [ (1 ) ( )] ( , , ), 0,

( , , ) [ (1 ) ( )] ( , , ),

q z x t z x q z x t x
t x

g z x t z h x g z x t
t x

  

 

           
          

 

0 0 0 0

1( , 0, ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) (1, , ) ( ) (0, , ) ( ) .
t t t t

q z t q z x t x dx g z x t h x dx q x t x dx g x t h x dx
z

         (14) 

Далее, переходя в (13) к ПЛС, с учетом начальных условий (12) для 
( , , )q z x s  и ( , 0, )q z s  в случае а) имеем 

[ (1 )]( , , ) [ ( , 0, ) ] [1 ( )],s z x
a aq z x s q z s z e B x          
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0 0

1( , 0, ) ( , , ) ( ) (1, , ) ( ) .a a aq z s q z x s x dx q x s x dx
z

 
 

                      (15) 

Подставляя выражение для ( , , )aq z x s  в (15), находим 

0

1( , 0, ) 1 [ (1 )] [ (1 )] (1, , ) ( )a aq z s B s z B s z q x s x dx
z

    
           

 
   . 

Введем обозначение: 
0

(1, , ) ( ) ( ).aq x s x dx R s


  Пусть ( )R s – наименьший 

неотрицательный корень уравнения [ (1 )].z B s z      Из-за ограничен-
ности ПФ ( , 0, )q z s  при | | 1z   имеем ( ) [ (1 ( ))].R s B s R s     Отсюда 

следует, что [ (1 )] [ (1 ( ))]( , 0, ) .
11 [ (1 )]

a
B s z B s R sq z s

B s z
z

   

 

      
 

   

 




Далее нахо-

дим  [ (1 )][1 ( )]( , , ) [1 ( )].
[ (1 )]

s z x
a

z R sq z x s e B x
z B s z

 

 
   

 
   




 

В случае b) имеем 
[ (1 )]( , , ) ( , 0, ) [1 ( )],s z x

b bq z x s q z s e B x              
[ (1 )]( , , ) [1 ( )]s z x

bg z x s e C x      , 

   0 0 0

0 0

1( , 0, ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) (0, , ) ( )

(1, , ) ( ) (0, , ) ( ) .

b b b b

b b

q z s q z x s x dx g z x s h x dx g x s h x dx
z

q x s x dx g x s h x dx





  

 

    

 

  

 

   

 

  (16) 

Подставляя в (16) ПФ ( , , )bg z x s  и ( , , )bq z x s , находим 

0 0

1( , 0, ) 1 [ (1 )] [ (1 )]

(1, , ) ( ) (0, , ) ( ) .

b

b b

q z s B s z C s z
z

q x s x dx g x s h x dx

   


 

           
 

  

 

 

 

Из условия ограниченности ПФ ( , 0, )bq z s  имеем 
[ (1 )] [ (1 ( ))]( , 0, )

11 [ (1 )]
b

C s z C s R sq z s
B s z

z

   

 

      
 

     
 

 




. 

Подставляя ПФ ( , 0, )bq z s  в (14), получаем 

[ (1 )][ (1 )] [ (1 ( ))]( , , ) [1 ( )],
11 [ (1 )]

s z x
b

C s z C s R sq z x s e B x
B s z

z

    

 

         
 

     
 

 




 

[ (1 )]( , , ) [1 ( )]s z x
bg z x s e C x      . 

Пусть ( )s  – ПЛС ФР ПЗ модели. ПЗ определим как промежуток 
времени, начавшийся либо с обслуживания запроса, поступившего в свобод-
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ную и исправную систему, либо с восстановления прибора до следующего 
момента, когда модель свободна от запросов и прибор исправен. Тогда для 

( )s  запишем:  

   
1 1 10 0 0

( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ,a b b
n n n

s q n x s dx q n x s dx g n x s dx
 

   

  

  

 
      

        (17) 

где имеем 

[ ]

1 0 0 0

[1 ( )] 1 ( )( , , ) (1, , ) [1 ( )] ,
1 [ ]

s x
a a

n

R s R sq n x s dx q x s dx e B x dx
sB s





  
 



 
   

 
    


 

1 0 0

[ ]

1 0 0 0

[ ] [ (1 ( ))]( , , ) (1, , ) ,

1 [ ]( , , ) ( , , ) [1 ( )] .

b b
n

s x
b b

n

C s C s R sq n x s dx q x s dx
s

C sg n x s dx g n x s dx e C x dx
s



  





 



  
 



    
 



 
   



  

   

 
 


 

 

Отсюда для ПЛС ФР ( )s  и среднего значения ПЗ получаем искомые 
формулы (11). Из (11) в случае надежного прибора ( 0  ) находим 

( )( ) sR ss
s








  (см. [4]). ПЛС ФР ПЗ ( )s  можно определить также 

методом дополнительного события [15].  
Период регенерации модели. ПР определим как промежуток времени 

между двумя соседними переходами модели в свободное и исправное 
состояние.  

Пусть ( )s  – ПЛС ФР ПР. Методом дополнительного события [15] 
находим 

[ (1 ( ))] [ (1 ( ))]( ) .sB s v s sC s v ss
s s s s

       
     

       
   

     

  
     

Приоритетные модели Mr| Gr|1|∞ с «отрицательными» запросами. 
Как показано в [13, 15], посредством модели 1M|G| |  с ненадежным прибо-
ром в свободном состоянии можно изучать также приоритетные модели 

1r rM |G | | . Пусть необходимо исследовать характеристики запросов i -го при-
оритета в модели 1r rM |G | |  с абсолютными приоритетами. Тогда, согласно 
[13], в модели 1M|G| |  с ненадежным прибором необходимо произвести 

следующие замены: 1
1, ( ) ( ), ( ) 1 , ( ) ( )i t

i i iB t H t E t e C t t  
     . 

Здесь i  – интенсивность потока запросов i -го приоритета; 
1

1
1

i

i j
j

 





  – ин-

тенсивность запросов приоритета i–1 и выше; 1( )i t  – ФР ПЗ модели с зап-
росами приоритета i–1 и выше; ( )iH t – ФР промежутка времени, начинающе-
гося с поступления в свободную модель запроса i -го приоритета и кончаю-
щегося непосредственно первым моментом освобождения от запросов прио-
ритета i  и выше. 
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Соотношения для ПЛС ФР 1( )i t   и ( )iH t  ( 1( ), ( )i is h s 
 ) для различ-

ных модификаций абсолютного приоритета приведены в работах [13, 15]. 
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Ê. ì. øºðà´Ú²Ü 

 
²ÜÐàôê²ÈÆ  êä²ê²ðÎØ²Ü  ê²ðøàì  ºì «´²ò²ê²Î²Ü»  

Ð²Úîºðàì  1M|G| |   Øà¸ºÈ 
 

²Ù ÷á ÷á õÙ  
 

¸Çï³ñÏíáõÙ ¿ ³ÝÑáõë³ÉÇ ëå³ë³ñÏÙ³Ý ë³ñùáí 1M|G| |  Ùá¹»ÉÁ, 
áñáõÙ «µ³ó³ë³Ï³Ý» Ñ³Ûï»ñÁ áãÝã³óÝáõÙ »Ý Çñ»Ýó ·³Éáõ å³ÑÇÝ Ùá¹»ÉáõÙ 
»Õ³Í ëáíáñ³Ï³Ý Ñ³Ûï»ñÁ: Ð»ï³½áïíáõÙ »Ý Ñ»ñÃÇ »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý µ³ß-
ËáõÙÁ, ½µ³Õí³ÍáõÃÛ³Ý ¨ é»·»Ý»ñ³óÇ³ÛÇ  å³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:   
 

 
Kh. V. KEROBYAN 

 
 THE  MODEL 1M|G| |   WITH  UNRELIABLE  SERVER  AND  «NEGATIVE»  

CUSTOMERS 
 

S u mma r y  
 

The model 1M|G| |  with unreliable server and «negative» customers, which 
destroy regular customers, is considered. Distribution number of customer, the 
busy period and the period of regeneration of model are investigated.  


