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В настоящей работе на основе классической теории Кирхгофа и уточ-

ненной теории С.А.Амбарцумяна рассмотрены задачи изгиба прямоуголь-
ной пластинки. 

Показано, что в случае, когда пластинка по двум сторонам оперта сво-
бодно, а по двум другим закреплена шарнирно, точность гипотезы  Кирхго-
фа есть пренебрежение относительной толщиной пластинки по сравнению с 
единицей. Получены формулы для прогиба, моментов, а также для перере-
зывающих сил. В случаях узких и широких (относительно шарнирно закреп-
ленных сторон) пластин сделаны приближения для максимального прогиба, 
перерезывающих и обобщенных перерезывающих сил. 

 
1. На основе классической теории пластин [1] рассматривается шар-

нирно закрепленная по всему контуру тонкая прямоугольная пластинка с раз-
мерами 2a, 2b и толщиной 2h, которая изгибается под действием равномерно 
распределенной нормальной нагрузки oq  ( )oq const . 

Прямоугольная декартовая система координат выбрана так, что средин-
ная плоскость пластинки совпадает с плоскостью Oxy, а ось Oz нормальна к 
этой плоскости ( , , )        a x a b y b h z h . 

Дифференциальное уравнение изгиба пластинки и граничные условия в 
рассматриваемом случае соответственно имеют вид: 

                                                   2 ( , )  oqW x y
D

,             (1.1) 
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( , ) 0W x y
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Eh GhD
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
, ( , )W x y – прогиб пластинки, E – 

модуль Юнга,   – коэффициент Пуассона,  G – модуль сдвига. 
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Как известно, решение уравнения (1.1), удовлетворяющее граничным 
условиям (1.2) и (1.3), имеет вид [1]: 
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где  
14( 1)

(2 1)

n

nd
n





, (2 1)

2n n
b
   ,  n na    (n=1,2,...). 

Из формулы (1.4) для максимального прогиба имеем 
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В формуле (1.4') принимая 1n  , т.е. рассматривая приближение для 
широкой пластинки (относительно краев  y b  ), получим 

                                                      
4

0(0,0)
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Учитывая, что в рассматриваемом случае перерезывающие силы 
( , )xN x y , ( , )yN x y , обобщенные перерезывающие силы ( , )xN x y , ( , )yN x y  и 

моменты ( , )xM x y , ( , )yM x y  соответственно выражаются формулами: 
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получим ( , ) 0xN x b  , ( , ) 0xN x b  , ( , ) 0yN a y  , ( , ) 0yN a y  , 
( , ) 0xM a y  ,  ( , ) 0yM a y  . 

Далее,  при 1n   имеем 
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а при 1n   –  

                                     0( , )xN a y q a  ,   0( , )xN a y q a  .          (1.13) 
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Легко проверить также, что имеет место следующее соотношение: 

 0 2
1

2 ( , ) 2 ( , ) 4 (1 )(1 )


 
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y x n n n n
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

, (1.14) 

из которого следует, что на основе классической теории нарушается условие 
равновесия для обобщенных перерезывающих сил  ( , )xN x y  и ( , )yN x y [2]. 

С другой стороны, имеем 

0 0 2
1 1

2 ( , ) 2 ( , ) cos 4
 

    

 
       

 
    

a b a b
n

y x n n
n na b a b n

dN x b dx N a y dy q d ydy dx q a


,(1.15) 

откуда следует, что для перерезывающих сил ( , )xN x y  и ( , )yN x y  имеет 
место условие равновесия. 

2. На основе уточненной теории С.А. Амбарцумяна [3] система диф-
ференциальных уравнений изгиба рассмотренной пластинки и граничные 
условия соответственно имеют вид [4]: 
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где ( , )x y , ( , )x y  – искомые функции, 2 /5   по [3] и 1/ 3   по теории 
Рейснера–Генки–Миндлина, по варианту Васильева [5]. 

Как известно, решение системы (2.1), удовлетворяющее граничным 
условиям (2.2) и (2.3), имеет вид [6]: 
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                                                       ( , ) 0x y  ,               (2.6) 
где 
                                               n nh      (n=1,2,…).             (2.7)  

Сопоставляя выражения прогиба (1.4) и (2.4), замечаем, что точность 
гипотезы Кирхгофа есть пренебрежение квадратом относительной толщины 
пластинки по сравнению с единицей  2 1n . 
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Из формулы (2.4) для максимального прогиба получается 
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Замечая,  что  при 1n   
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и сопоставляя выражение (2.8) с выражением (1.7), еще раз убеждаемся в 
правоте сделанного выше заключения о точности гипотезы Кирхгофа. 

Далее, убеждаемся, что выражения для перерезывающих сил и момен-
тов совпадают с соответствующими выражениями (1.6), (1.7), (1.10) и (1.11), 
полученными на основе классической теории, откуда в частности следует, 
что для перерезывающих сил имеет место условие равновесия. 

3. Предположим теперь, что рассмотренная выше пластинка шарнирно 
закреплена по краям  y b   и свободно оперта по краям  x a  . 

Решение системы дифференциальных уравнений (2.1) ищем в виде: 
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где ( )nf x , ( )ng x  и ( )np x  (n=1,2,…) – неизвестные функции. 
Подставляя функции (3.1) в систему (2.1) и решая полученную систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений относительно ( )nf x , ( )ng x  и 
( )np x  (n=1,2,…), с учетом равенств (3.1) и представления 0q  в виде ряда 
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а произвольные постоянные nA , nB , nC , nD , nE  и  nF (n=1,2,…) подлежат 
определению. 

Заменяя граничные условия при x a   условиями симметрии 
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С учетом (3.8)  (3.3)–(3.5) запишутся: 
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Используя также граничные условия при x a  [4] 
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для коэффициентов nA , nB , nC , nD , nE  и nF (n=1,2,…) получим: 
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Подставляя выражения для коэффициентов nA  и nC  (n=1,2,…) в 
формулу (3.3'), убеждаемся, что в рассмотренном случае точность гипотезы 
Кирхгофа есть пренебрежение относительной толщиной пластинки по 
сравнению с единицей. 

В рассмотренном случае в приближении 2 1n   для максимального 
прогиба имеем 
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Легко проверить, что при 1n   получим 
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а при  1n   – 
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Далее, для перерезывающих сил в приближении 2 1n   будем иметь 
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Из формул (3.16) и (3.17) найдем, что при 1n   
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а  при  1n   
                                                  0( , )xN a y q a  ,          (3.16'') 
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Из полученных формул видно, что выражения для перерезывающих 
сил существенно отличаются от соответствующих выражений, полученных 
на основе классической теории. 

4. Переходим к численным расчетам, предполагая, что нагрузка задана 
в виде 
                                                      0 1( , ) cosq x y q y ,               (4.1) 
т.е. в представлении нагрузки (3.2) оставляем только первый член. Для 
максимального прогиба из (1.4'), (2.4') и (3.13) соответственно получим 
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  (4.5) 

 
                                                                   Т а б л и ц а  1  

           
                            ξ1        
    a/b 0 0,1 0,2 0,3 

W1(0,0) 0,0136 – – – 
W2(0,0) 0,0136 0,0178 0,0301 0,0507  

1


 

W3(0,0) 0,0136 0,0184 0,0314 0,0526 
W1(0,0) 0,4002 – – – 
W2(0,0) 0,4002 0,4221 0,4878 0,5972 

 
  1 

W3(0,0) 0,4002 0,4401 0,5237 0,6489 
W1(0,0) 1,2096 – – – 
W2(0,0) 1,2096 1,2454 1,3530 1,5322 

 
   

W3(0,0) 1,2096 1,2487 1,3595 1,5416 
 
В   таблице  1   приводятся   безразмерные  значения  1(0,0)W ,  2 (0,0)W ,  
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3(0,0)W , вычисленные при 0,3  для различных значений параметра 1  и 
отношения /a b . 

Как видно из табл. 1, с увеличением   и /a b  значения 2 (0,0)W  и 

3(0,0)W  монотонно возрастают (при увеличении /a b  монотонно возрастают 
также значения 1(0,0)W ). Замечаем также, что значения 3(0,0)W  несколько 
превышают соответствующие значения  2 (0,0)W , что и следовало ожидать. 

Далее, предполагая, что нагрузка задана в виде (4.1), в табл. 2 предста-
вим безразмерные значения 0 ( ,0)xN a  и 0 ( ,0)

xN a , вычисленные по формулам: 
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,              (4.6) 
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sh

 
 

 
            (4.7) 

при 0,3  для различных значений /a b .  
 

                                      Т а б л и ц а  2  
   

    a/b 1/  1   
0 ( , 0)xN a  0,5883 1,1675 1,2731 

0 ( , 0)
xN a  0,4438 1,5054 1,7186 

 
Как видно из табл. 2, с увеличением /a b  как значения 0 ( ,0)xN a , так и 

значения 0 ( ,0)
xN a  монотонно возрастают. 

В конце представим еще одну таблицу, в которой соответственно 
приведены безразмерные значения перерезывающих сил 0 ( ,0)xN a  и 0 ( , )yN a b , 
вычисленные по формулам: 
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при 0,3  для различных значений параметра 1  и /a b . 
Сравнивая таблицы 2 и 3, замечаем, что по мере уменьшения  парамет-

ра 1   безразмерные значения перерезывающих сил 0 ( ,0)xN a , вычисленные 

по формуле (4.8), приближаются к соответствующим значениям 0 ( ,0)
xN a ,  

вычисленным по формуле (4.7). 
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                                                                                     Т а б л и ц а  3  
 

                              ξ1        
    a/b 0,1 0,2 0,3 

0 ( , 0)xN a  0,6177 0,6152 0,6122 
1/  

0 ( , )
y

N a b  0,3158 0,1544 0,1001 

0 ( , 0)xN a  1,4282 1,3842 1,3421 
1 

0 ( , )
y

N a b  3,1324 1,5642 1,0022 

0 ( , 0)xN a  1,6505 1,5750 1,5055 
  

0 ( , )
y

N a b  4,6311 2,2906 1,4611 
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àôÔÔ²ÜÎÚàôÜ  ê²ÈÆ  ÌèàôØÀ  Ð²ì²ê²ð²â²ö  ´²ÞÊì²Ì 

ÜàðØ²È  ´ºèàì 
 

² Ù ÷á ÷á õÙ  
 

Ü»ñÏ³Û³óíáÕ ³ßË³ï³ÝùáõÙ ÎÇñËÑáýÇ ¹³ë³Ï³Ý ï»ëáõÃÛ³Ý  ¨ 
ê.². Ð³Ùµ³ñÓáõÙÛ³ÝÇ ×ß·ñïí³Í ï»ëáõÃÛ³Ý ÑÇÙ³Ý íñ³ ¹Çï³ñÏí³Í »Ý 
áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ ë³ÉÇ ÍéÙ³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñ: 

òáõÛó ¿ ïñí³Í, áñ »ñÏáõ »½ñ»ñáõÙ Ñá¹³Ï³åáñ»Ý ³Ùñ³Ïóí³Í, ÇëÏ 
ÙÛáõë »ñÏáõëáõÙ ³½³ï Ñ»Ýí³Í ë³ÉÇ å³ñ³·³ÛáõÙ` ÎÇñËÑáýÇ í³ñÏ³ÍÇ 
×ßïáõÃÛáõÝÁ ë³ÉÇ Ñ³ñ³µ»ñ³Ï³Ý Ñ³ëïáõÃÛ³Ý ³ñÑ³Ù³ñÑáõÙÝ ¿ Ù»ÏÇ 
ÝÏ³ïÙ³Ùµ: 
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êï³óí³Í »Ý µ³Ý³Ó¨»ñ ×Ïí³ÍùÇ, ÙáÙ»ÝïÝ»ñÇ, ÇÝãå»ë Ý³¨ ÏïñáÕ 
áõÅ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: 

Ü»Õ ¨ É³ÛÝ (Ñá¹³Ï³åáñ»Ý ³Ùñ³Ïóí³Í »½ñ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ) ë³É»ñÇ 
¹»åùáõÙ Ù³ùëÇÙ³É ×Ïí³ÍùÇ, ÏïñáÕ ¨ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óí³Í ÏïñáÕ áõÅ»ñÇ 
Ñ³Ù³ñ Ï³ï³ñí³Í »Ý Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñ:  

 
 

 
Z. R. BAGHDASARYAN  

 
BENDING  OF  RECTANGULAR  PLATE  IN  HOMOGENEOUS 

DISTRIBUTED  TRANSVERSAL  LOADING 
 

S u mma r y  
 

In this work, on the basis of classical theory by Kirchhoff and S.A. 
Ambartsumyan’s specified theory problems on the bending of the plate are 
investigated. 

It is shown that in a case when the plate is leaned free from both sides, and 
on two others is leaned in a way of mobile connection of two parts, so the accuracy 
of  Kirchhoff's  hypothesis  is  the  neglecting  of  related  thickness  in  comparison 
with unit. 

Formulas for  deflection, moments, also for cutting forces are received. 
In case of narrow and wide plates the approaches for maximal deflection, 

cutting and generalized cutting forces are made. 
 

 


