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ПОСТОЯННЫМИ  КОЭФФИЦИЕНТАМИ  В  ОБЛАСТИ 

 
Настоящая работа посвящена исследованию нетеровости линейного диф-

ференциального полуэллиптического оператора с постоянными коэффици-
ентами в области. Доказывается, что, для того чтобы оператор был нете-
ровым, необходимо и достаточно, чтобы он был полуэллиптическим. И в 
частности доказывается, что индекс полуэллиптического оператора с 
постоянными коэффициентами в области равен нулю. 

 
Теория индекса эллиптического оператора изучена многими авторами. 

В частности двумерная теория ( 2R ) в значительной степени была завершена 
к 1961 г. А. И. Вольпертом [1]. Он изучил общие граничные задачи для 
произвольной эллиптической системы в односвязной ограниченной области 
на плоскости, доказал эквивалентность эллиптичности и нетеровости этих 
задач в пространствах достаточно гладких функций. М. С. Агранович [2] 
доказал, что, для того чтобы сингулярный интегро-дифференциальный опера-
тор на гладком многообразии был эллиптическим, необходимо и достаточно, 
чтобы он был нетеровым. Л. А. Багиров [3] доказал, что если коэффициенты 
эллиптического оператора достаточно гладкие в nR , то оператор в опреде-
ленных весовых пространствах нетеров. Однако теория  индекса полуэллип-
тического (семиэллиптического) оператора изучена недостаточно. В работах 
[4] и [5] доказано, что при накладывании некоторых дополнительных усло-
вий на символ оператора в nR (в формулировке которых участвуют младшие 
члены) индекс оператора в определенных  весовых пространствах конечен.
 Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: nR – 
n-мерное евклидово пространство, nZ  – множество мультииндексов, т.е. 
векторов 1( ,..., )n   , где j , 1,...,j n , – целые неотрицательные числа. 

Для , nx R  , 1( ,..., )n    ( j , 1,...,j n , – натуральные  четные  числа)      

и nZ   положим 1 ... n     , 1! ! ... !n   , 1
1 ... n

n
   , 
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1
1 ... n

nD D D  , где 1
k

k
D

i x


 


, 2 1i   ,  1

1

( : ) ... n

n


 

 
   , max 1

max jj n
 

 
 , 

1/2
2

1
| |

n

j
j

x x


 
  
 
 . 

Определение 1. Для вектора с натуральными компонентами  , 
ограниченной области nR   и натурального числа k  через , ( )kH    
обозначим множество измеримых функций  u  с конечной нормой 

                  
1/2

2
,

( : )
|| || ( ) | ( ) |k

k
u D u x dx


  




 
  
 
  ,                    (1) 

а через , ( )kH    – замыкание множества 0 ( )C   по норме (1). 
Для открытого ограниченного куба   (   ) и функции , ( )kH     

обозначим  , , ,( , ) ( );( ) ( )k k kH u H u H           . 
Мы будем рассматривать операторы только с вещественными коэф-

фициентами. 
Определение 2. Линейный дифференциальный оператор 

( : ) 1
( )P D p D


  

   полуэллиптичен,  если  символ  его  главной  части,  т.е. 

 -однородный многочлен 0

( : ) 1
( ) ,P p 


 

 


   удовлетворяет условию 

0 ( ) 0P      при  0 nR  . 
 Определение 3. Линейный ограниченный оператор A , действующий из 
банахова пространства 1B  в банахово пространство 2B , нетеровый, если: 

1)  подпространство решений уравнения 0Au   в 1B  имеет конечную 
размерность,  т.е.  dimKer  A ; 

2)  область значений 1{ : }A B  оператора A в 2B  замкнута; 
3)  фактор-пространство 2 1/ { : }B A B  имеет конечную размерность, т.е. 

dimCoker  A . 
Разность Ind dim ker dimCoker A A A  называется индексом оператора 

A . 
Из теории нетеровых операторов известно, что 

*dimKer dimCokerA A  и *dimCoker dim KerA A , 
где *A  – сопряженный к A  оператор. 

Пусть 0 0
( : ) 1

( )P D p D p


  
   – полуэллиптический оператор с 

постоянными коэффициентами, для которого 0 ( ) 0P    при всех nR  . 
Тогда очевидно, что с некоторой постоянной 0    

          0 ( ) ( 1)P       при  всех  nR  ,                  (2) 
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где  2

1

k
n

k
k




 


   
 
 .  

Известна (см. [6]) следующая 
Т ео р е ма  1 . Пусть 0 ( )P D  удовлетворяет условию (2). Тогда сущест-

вует функция 1, /2 ( , )vu H   , причем единственная которая является реше-
нием уравнения 0 ( ) 0P D u  . 

Следствие 1. Ядро оператора 0 ( ),P D  действующего из 1, ( , )kH     в 
, ( , ),kH     имеет нулевую размерность, т.е. 0dimKer 0P . 

Доказательство. Так как 1, 1, /2( , ) ( , )k vH H      , то из теоремы 1 
непосредственно следует, что уравнение 0 ( ) 0P D u   не может иметь более 
одного решения в 1, ( , )kH    . 

Пусть *
0 ( )P D  – оператор, формально сопряженный к 0 ( )P D . Тогда оче-

видно, что *
0 ( )P D  полуэллиптичен и его символ не равняется 0. Следователь-

но, как ядро оператора 0 ( )P D , так и ядро оператора *
0 ( )P D , действующего из 

1, ( , )kH     в , ( , )kH    , имеет нулевую размерность, т.е. 0dimCoker 0P . 
Из того, что область значений оператора 0 ( )P D  замкнута, следует, что 

оператор 0 ( ),P D  действующий из 1, ( , )kH     в , ( , ),kH     нетеровый и 

0 0 0Ind dim Ker dimCoker 0  P P P . 
Следовательно, мы доказали следующую теорему. 
Т ео р е ма  2 .  Оператор 0 ( ),P D  действующий из 1, ( , )kH     в 

, ( , ),kH     нетеровый, и его индекс равен нулю.  
В дальнейшем будем предполагать, что 1, ( )kH     – фиксированная 

функция, a область nR   удовлетворяет условию прямоугольника (см., 
например, [7]). 

Известна (см. [2]) следующая 
Т ео р е ма  3 . Пусть ( )A D  – ограниченный оператор из 1, ( )kH    в 

, ( )kH   , для которого при любом 0   с некоторой постоянной 0M   

2

1,
, 1,( ) ( ) ( ) ( ) ( )k

k k LA D u u M u u H 
 

    


     . 

Тогда ( )A D – компактный оператор из 1, ( )kH    в , ( )kH   . 
Пусть 1( )P D  – линейный дифференциальный оператор с постоянными 

коэффициентами вида  

1
( : ) 1

( )P D p D


  
  . 

Т ео р е ма  4 . 1( )P D  – компактный оператор из 1, ( )kH    в , ( )kH   . 
Доказательство. Так как для любых 0   и nZ  ( ( : ) 1   ) (см. [7], 

гл. VI) существует постоянная , 0C     такая, что  
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2

1,
,1,,

( ) ( ) ( ) ( ),k
k Lk

D u u C u u H 
 

    


      

то имеем  

2

1,
1 , 1,

( : ) 1 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k
k k L

k

P D u p D u C u M u u H 
  

  

     



         

где 
( : ) 1

{ ;( : ) 1} maxnC card Z p 
  


   , а ,( : ) 1

maxM C    
 . 

Следовательно, в силу теоремы 2 1( )P D  – компактный оператор из 
1, ( )kH    в , ( )kH   . 

Следствие 2. 1( )P D  – компактный оператор из 1, ( , )kH     в 
, ( , )kH    . 

Доказательство. Пусть 1, ( , )k
nu H    , n=1,2,… Тогда 

1, ( )k
n nv u H      .  В  силу  теоремы  4  имеем,  что  из   1( ) nP D v  

можно выделить сходящуюся подпоследовательность  1( )
knP D v  

 ,
1( ) ( )

k

k k
n vP D v g H     . Но, с другой стороны, имеем 

,
1 1 1 1 1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( , ).

k k k

k k
n n n vP D u P D v P D v P D g P D H             

Из теории нетеровых операторов хорошо известна (см. [8–10]) 
следующая 

Теорема 5. Пусть ( )P D  – нетеровый оператор, а ( )A D  – компактный 

оператор из 1, ( , )kH     в , ( , )kH    . Тогда оператор ( ) ( )P D A D  из 
1, ( , )kH     в , ( , )kH     также будет нетеровым и Ind( ) Ind P A P . 

Теорема 6. Индекс полуэллиптического оператора с постоянными 
коэффициентами из 1, ( , )kH     в , ( , )kH     конечен и равен нулю. 

Доказательство. Пусть  ( )P D  – линейный дифференциальный полуэл-
липтический оператор с постоянными коэффициентами. Тогда для любого 
числа 0p  оператор ( )P D  можно представить в следующем виде: 

0 1
( : ) 1

( ) ( ) ( )P D p D P D P D


  
   , 

где 

0 0
( : ) 1

( )P D p D p


  
     и  1 0

( : ) 1
( )P D p D p


  

  . 

Пусть число 0p  выбрано так, что 0 ( ) 0P    при всех nR  (это 
возможно в силу полуэллиптичности и того, что коэффициенты оператора 

( )P D  вещественны). 
Из теоремы 2 и следствия 2 следует, что 0 ( )P D  – нетеровый оператор 

( Ind 0P ), а 1( )P D  – компактный оператор из 1, ( , )kH     в , ( , )kH    . 
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Следовательно, в силу теоремы 5 оператор ( ),P D  действующий из 
1, ( , )kH     в , ( , ),kH     нетеровый и его индекс равен нулю. 

Известна (см. [2]) следующая 
Теорема 7. Пусть 

( : ) 1
( )P D p D


  

   – линейный дифференциальный 

оператор с постоянными коэффициентами, действующий из 1, ( )kH    в 
, ( )kH   . Тогда, для того чтобы оператор ( )P D  имел конечномерное ядро в 

1, ( )kH    и замкнутую область значений в , ( )kH   , необходимо и доста-
точно, чтобы имело место следующее неравенство: 

 
2

1,
1, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k

k k Lu C P D u u u H 
 
   


      

где C – некоторая постоянная, не зависящая от функции u . 
Следствие 3. Пусть ( )P D  – линейный дифференциальный самосопря-

женный оператор с постоянными коэффициентами вида  

( : ) 1
( )P D p D


  

  , 

действующий из 1, ( )kH    в , ( )kH   . Тогда, для того чтобы оператор ( )P D  
был нетеровым, необходимо и достаточно, чтобы имело место следующее 
неравенство: 

 
2

1,
1, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k

k k Lu C P D u u u H 
 
   


      

где C – некоторая постоянная, не зависящая от функции u . 
Следствие 4. Пусть  ( )P D  – линейный дифференциальный полуэллип-

тический оператор с постоянными коэффициентами, действующий из 
1, ( )kH    в , ( )kH   . Тогда с некоторой постоянной 0C   имеет место 

следующее неравенство: 

 
2

1,
1, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )k

k k Lu C P D u u u H 
 
   


     . 

Доказательство следует из теорем 6 и 7. 
Т ео р е ма  8 . Пусть 

( : ) 1
( )P D p D


  

   – линейный дифференциаль-

ный оператор с постоянными коэффициентами, действующий из 1, ( )kH    в 
, ( ),kH    для которого с некоторой постоянной 0C   выполняется 

           
2

1,
1, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )k

k k Lu C P D u u u H 
 
   


     .      (3) 

Тогда ( )P D  – полуэллиптический оператор. 
Доказательство. Пусть M – произвольное положительное число и 

nR  . Положим 1 2 (1/ )/( 1)(1/ )/ ( 1) (1/ )/ ( 1)(1/ )/ ( 1)
1 2( , ,..., )nv kv k v kv k

nM M M M      . 

Пусть 0 ( )C   и 
2
( ) 1L   . Обозначим 

(1/ )/( 1)( , )( ) ( )
v ki M xu x e x

 


 . Пусть 

( : ) 1k    ( nZ  ). Тогда имеем 
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 (1/ )/( 1) (1/ )/( 1)

(1/ )/( 1)

(1/ )/( 1)

( , ) ( : )/( 1) ( , )

( : )/( 1) ( , )

0

( : )/( 1) ( , )

( ) ( ) ( )

( )

( )(1 (1)), .

v k v k

v k

v k

i M x k i M x

k i M x

k i M x

D u x D e x M e x

M e D x

M e x o M

      


     

 

   

  

 

 

 







 

 



  

 

  

          (4) 

В силу этого имеем  
(1/ )/( 1)( : )/( 1) ( , ) ( : )/( 1)

( : ) 1
( ) ( ) ( )(1 (1))

v kk i M x kD P D u x M e p M x o      
 

 
  

 


  .  (5) 

Поставляя (4) и (5) в (3), получим 

2

2 2

( : )/( 1)

( : ) 1

( : )/( 1) ( : )/ ( 1)

( : ) ( : ) 1

( )(1 (1))

( )(1 (1)) ( ) .

k
L

k

k k
L L

k

M o

C M p M o

  

 

     


   

  

     



 

 

 

 

 
    

 



 
 (6) 

Таким образом, устремив в (6) M  , заранее разделив на М 
(

2
( ) 1L   ), получим 

( : ) 1 ( : ) ( : ) 1k k
C p  


     

  
   

    

и, следовательно, 
                         0

( : ) 1
( )C P

 
 


 ,                  (7) 

где  0

( : ) 1
( )P p 


 

 


  . 

Докажем, что из (7) следует, что ( )P D  – полуэллиптический оператор. 
Предположим обратное, т.е. что существует такое 0 nR  , для которого 

0 ( ) 0P   . Но из 0   следует, что 
( : ) 1

0

 



 . Полученное противоречие 

доказывает, что ( )P D  – полуэллиптический оператор. 

Лемма 1. Пусть 
( : ) 1

( )P D p D


  
   – линейный дифференциальный 

оператор с постоянными коэффициентами, для которого с некоторой 
постоянной 0C   выполняется 

          
2

1,
1, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )k

k k Lv C P D v v v H 
 
   


     .      (8) 

Тогда с некоторой (быть может другой) постоянной 1 0C   имеет место 
следующее неравенство: 

 
2

1,
11, , 1,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k

k k L ku C P D u u u H 
  
      

 
     . (9) 

Доказательство. Пусть выполняется оценка (8). Докажем, что имеет 
место и оценка (9). В силу неравенства треугольника имеем 
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2 2 2

1, 1, 1,

, , ,

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

k k k

k k k

L L L

u v

P D v P D u P D

v u

  

  

   

   

   

  
 

 

 

     (10) 

где 1,( ( ))kv u v H      . 
Из оценок (8) и (10) в силу того, что  – фиксированная функция, 

имеем  

 
 

 

2

2 2

2

1, 1, 1,

, 1,

, , 1,

1 , 1,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

k k k

k L k

k k L L k

k L k

u v

C P D v v

C P D u P D u

C P D u u

  

 

  

 

   

   

       

   

  







  

   

     

  

 

Следствие 5. Пусть  ( )P D  – линейный дифференциальный полуэл-
липтический оператор с постоянными коэффициентами, действующий из 

1, ( , )kH     в , ( , )kH    . Тогда с некоторой постоянной 0C   имеет место 
следующее неравенство: 

 
2

1,
1, , 1,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k

k k L ku C P D u u u H 
  
      

 
     . 

Следствие 6. Пусть 
( : ) 1

( )P D p D


  
  – линейный дифференциальный 

оператор с постоянными коэффициентами, действующий из 1, ( , )kH     в 
, ( , )kH    , для которого с некоторой постоянной 0C   выполняется 

 
2

1,
1, , 1,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k

k k L ku C P D u u u H 
  
      

 
     . 

Тогда ( )P D  – полуэллиптический оператор. 
Доказательство непосредственно следует из теоремы 8. 
Пусть A  – ограниченный оператор из банахова пространства 1B  в 

банахово пространство 2B . Ограниченный оператор 1R  из 2B  в 1B  называет-
ся левым регуляризатором для A , если 1 1 1R A I T  , где 1I – единичный,  1T  – 
компактный операторы в 2B . 

Ограниченный оператор 2R  из 2B  в 1B  называется правым регуляриза-
тором для A , если 2 2 2AR I T  , где 2I  – единичный, 2T  – компактный 
операторы в 2B . 
 Если оператор A  обладает левым регуляризатором 1R  и правым 
регуляризатором 2R , то 

1 2 1 2 2 1 1 2( ) ( )R AR R I T I T R    , 
откуда 

1 2 1 2 1 2R R T R R T   , 
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так что 1 2R R  – компактный оператор из 2B  в 1B . Отсюда следует, что в 
этом случае каждый из операторов 1R  и 2R  будет одновременно и левым, и 
правым регуляризатором. Оператор, являющийся одновременно и левым, и 
правым регуляризатором, называют регуляризатором для A . 

Из теории нетеровых операторов хорошо известны (см. [8]) следующие 
теоремы. 

Т ео р е ма  9 . Пусть A – ограниченный оператор из 1B  в 2B . Тогда: 
1) если A  обладает левым регуляризатором 1R , то ядро оператора A  

в 1B  конечномерно; 
2) если A  обладает правым регуляризатором 2R , то область значений 

оператора A  замкнута в 2B  и имеет там конечномерное коядро. 
Т ео р е ма  1 0 . Замкнутый линейный оператор нетеровый тогда и толь-

ко тогда, когда он обладает ограниченным и левым, и правым регуляриза-
торами. 

 Осн о в н а я  те о р е ма . Пусть 
( : ) 1

( )P D p D


  
   – линейный диффе-

ренциальный оператор с постоянными коэффициентами, действующий из 
1, ( , )kH     в , ( , ).kH     Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) ( )P D – полуэллиптический оператор; 
2) ( )P D – нетеровый оператор из 1, ( , )kH     в , ( , )kH    ; 
3) с некоторой постоянной 0C   имеет место оценка 

 
2

1,
1, , 1,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k

k k L ku C P D u u u H 
  
      

 
     ; 

4) оператор ( )P D  ограничен и обладает регуляризатором. 
Доказательство.  
1=>2.   Следует из теоремы 6. 
2=>3.   Следует из теоремы 7. 
3=>1.   Следует из следствия 6. 
2<=>4. Следует из теоремы 10.  
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²Ù ÷á ÷á õÙ  

 
²Ûë ³ßË³ï³ÝùÁ ÝíÇñí³Í ¿ ·Í³ÛÇÝ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ëï³ïáõÝ 

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí ÏÇë³¿ÉÇåë³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ÝÛáï»ñ³ÛÝáõÃÛ³Ý Ñ»ï³½áï-
Ù³ÝÁ ïÇñáõÛÃáõÙ: ²å³óáõóíáõÙ ¿. áñå»ë½Ç ûå»ñ³ïáñÁ ÉÇÝÇ ÝÛáï»ñ³ÛÇÝ, 
³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ³ÛÝ ÉÇÝÇ ÏÇë³¿ÉÇåë³ÛÇÝ: ºí, Ù³ëÝ³íáñ³-
å»ë, ³å³óáõóíáõÙ ¿, áñ Ñ³ëï³ïáõÝ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí ÏÇë³¿ÉÇåë³ÛÇÝ 
ûå»ñ³ïáñÇ ÇÝ¹»ùëÁ ïÇñáõÛÃáõÙ Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ: 

 
 
 

G. A. KARAPETYAN,  A. A. DARBINYAN 
 

NOETHERICITY  OF  SEMI-ELLIPTICAL  OPERATOR  WITH  CONSTANT  
COEFFICIENTS  IN  THE  RANGE 

 
S u mma r y  

 
The current thesis describes the noethericity of the linear differential semi-

elliptical operator with constant coefficients in the range. It’s proved, that in order 
the operator to be noetherian it is necessary and sufficient for it to be semi-
elliptical. In particular it is proved that the index of the semi-elliptical operator with 
constant coefficients in the range is equal to zero. 

 


