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ºðºì²ÜÆ  äºî²Î²Ü  Ð²Ø²Èê²ð²ÜÆ  ¶Æî²Î²Ü  îºÔºÎ²¶Æð 
Ó×ÅÍÛÅ  ÇÀÏÈÑÊÈ  ÅÐÅÂÀÍÑÊÎÃÎ  ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÎÃÎ  ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ 

´Ý³Ï³Ý  ·ÇïáõÃÛáõÝÝ»ñ                                     1, 2007                        Åñòåñòâåííûå  íàó-
êè 

ÆÝ ýá ñ Ù³ ïÇ Ï³

 510.64 

ê. è. ²Èºøê²ÜÚ²Ü 

¸²ê²Î²Ü  ²êàôÚÂ²ÚÆÜ  Ð²ÞìÆ  àðàÞ  Ð²Ø²Î²ð¶ºðàôØ 
²ðî²ÌàôØÜºðÆ  ÜàðØ²È  îºêøÆ  Ðºî²¼àîàôØ 

¸³ë³Ï³Ý ³ëáõÛÃ³ÛÇÝ Ñ³ßíÇ (¸²Ð) Ñ³ÛïÝÇ ³í³Ý¹³Ï³Ý Ñ³Ù³-
Ï³ñ·»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÝÏ³ñ³·ñí³Í »Ý ³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ Ï³éáõóÙ³Ý ëï³Ý¹³ñï 

³É·áñÇÃÙÝ»ñ, áñáÝù ÑÇÙÝí³Í »Ý ¸²Ð-áõÙ ó³ÝÏ³ó³Í ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛ³Ý 
³ñï³ÍÙ³Ý Î³ÉÙ³ñÇ ³å³óáõÛóÇ íñ³: ê³Ï³ÛÝ í»ñçÇÝë ÏÇñ³é»ÉÇ ã¿ ³ÛÅÙ 

³ÏïÇíáñ»Ý Ñ»ï³½áïíáÕ ÙÇ ß³ñù áã ³í³Ý¹³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ Ñ³Ù³ñ, 
ÇÝãåÇëÇù »Ý  «Cutting Planes» ¨  «Resolution»  Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ [1]: 

êáõÛÝ ³ßË³ï³ÝùáõÙ ³é³ç³ñÏíáõÙ »Ý ³ñï³ÍÙ³Ý Ï³éáõóÙ³Ý 
«ëï³Ý¹³ñï» »Õ³Ý³ÏÝ»ñ, áñáÝù «Cutting Planes» ¨ «Resolution» Ñ³Ù³-
Ï³ñ·»ñáõÙ ÑÇÙÝí³Í »Ý «÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ³í»É³óÙ³Ý» »Õ³Ý³ÏÇ íñ³: 

ÐÇÙÝí»Éáí ³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ ³é³ç³¹ñí³Í ÁÝÃ³ó³Ï³ñ·Ç íñ³  ̈û·ï³-
·áñÍ»Éáí [2]-áõÙ Ý»ñÙáõÍí³Í ÙÇÝÇÙ³É -áñáßÇã ¹Ç½ÛáõÝÏïÇí ÝáñÙ³É Ó¨Ç 

·³Õ³÷³ñÝ áõ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁª í»ñáÑÇßÛ³É »ñÏáõ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ Ñ³Ù³ñ 

Ï³ñ»ÉÇ ¿ ï³É ³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ μ³ñ¹áõÃÛ³Ý í»ñÇÝ ¨ ëïáñÇÝ ·Ý³Ñ³-
ï³Ï³ÝÝ»ñ:  

1. «Cutting Planes» ¨  «Resolution»  Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñáõÙ ³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ 

ÝáñÙ³É ï»ëùÇ ÝÏ³ñ³·ñáõÙ: ²Ûëï»Õ ÝÏ³ñ³·ñíáõÙ ¿ »ñÏáõ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñáõÙª 
«Cutting Planes» ¨ «Resolution», ó³ÝÏ³ó³Í ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛ³Ý ³ñï³ÍáõÙÝ»-

ñÇ Ï³éáõóÙ³Ý ÙÇ ÁÝÃ³ó³Ï³ñ·, áñÁ ÑÇÙÝíáõÙ ¿ «÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ³í»-
É³óÙ³Ý»  »Õ³Ý³ÏÇ íñ³: 

1.1. «Cutting Planes» (CP)  Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÝÏ³ñ³·ñáõÃÛáõÝÁ: CP  Ñ³Ù³-

Ï³ñ·Á ÙÇïí³Í ¿ ÏáÝÛáõÝÏïÇí ÝáñÙ³É Ó¨áí ¥Ï.Ý.Ó.¤ ïñí³Í μ³Ý³Ó¨»ñÇ 
Ñ»ñùÙ³ÝÁ: CP -áõÙ μ³Ý³Ó̈ »ñÁ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ »Ý ·Í³ÛÇÝ ³ÝÑ³í³ë³ñáõ-

ÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÙÇçáóáí: 
ØÇÝã¨ CP  Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ýáñÙ³É ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ` μ³ó³ïñ»Ýù Ýñ³ 

ÇÙ³ëïÝ  áõ  ÏÇñ³éáõÙÁ  áñ¨¿  μ³Ý³Ó¨Ç  Ñ³Ù³ñ: 

úñÇÝ³Ï, ( & ) ( & ) ( & ) ( & )A x y x y x y x y  ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛ³Ý 

ÅËïáõÙÁª ( )& ( ) & ( )& ( )A x y x y x y x y , ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ ¿ CP -áõÙ 

Ãí³μ³Ý³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ»ï¨Û³É ËÙμáí. 
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x y 1,                                                             ¥1¤ 

1 x y 1,                                                    ¥2¤ 

x 1 y 1, ¥3¤ 

                                                     1 x 1 y 1,                                                   ¥4¤ 

áñï»Õ A -Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ¹Ç½ÛáõÝÏïÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ Ù»Ï ³ÝÑ³-

í³ë³ñáõÃÛáõÝ: CP -áõÙ ³ñï³ÍÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÁ ÁÝ¹·ñÏáõÙ »Ý ³ÝÑ³í³ë³-

ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñáõÙ  ̈ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý μ³Å³ÝáõÙ ¹ñ³Ï³Ý ³ÙμáÕç 

ÃíÇ íñ³: 

¶áõÙ³ñ»Éáí (1) -Á ¨ (2) -Áª Ïëï³Ý³Ýù 2y 1, μ³Å³Ý»Éáí 2 -Ç íñ³ª 

y 1 2 1: ²ÛÝáõÑ»ï¨ ·áõÙ³ñ»Éáí (3) -Á  ¨  (4) -Áª Ïëï³Ý³Ýù 1 2y , μ³-

Å³Ý»Éáí 2 -Ç íñ³ª 0 1 2 y : êï³ó³Ýù 0 y  ¨ y 1 ª Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ: 

²ÛÅÙ ï³Ýù CP  Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ýáñÙ³É ë³ÑÙ³ÝáõÙÁª  Ñ»ï¨»Éáí [1]-ÇÝ: 

ê³ÑÙ³Ý»Ýù CP  ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ¹³ëÁ ( ) :

ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ºÃ» a Z  ¥³ÙμáÕç Ãí»ñÇ μ³½ÙáõÃÛáõÝ¤ ¨ i N  ¥μÝ³Ï³Ý 

Ãí»ñÇ μ³½ÙáõÃÛáõÝ¤, xi -Ý Ãí³μ³Ý³Ï³Ý ÷á÷áË³Ï³Ý ¿, ³å³ a  ¨ 

xia : ºÃ» ,E F  ¨ a Z , ³å³ ( )a E  ¨ ( )E F : c  ¹ñ³Ï³Ý 

³ÙμáÕç ÃÇíÁ μ³Å³ÝáõÙ ¿ i iE a E , E , ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ (Ýß³Ý³Ï-

íáõÙ ¿ |c E ), »Ã» μáÉáñ i -ñÇ Ñ³Ù³ñ | ic a : ø³Ýáñ¹Ý ¿ /
i iE b E , áñï»Õ 

i ib a c : CP -Ç μ³Ý³Ó̈ »ñÁ áõÝ»Ý E F  ï»ëùÁ, áñï»Õ ,E F :

CP  Ñ³Ù³Ï³ñ·Á áõÝÇ ³ñï³ÍÙ³Ý ÑÇÝ· Ï³ÝáÝª ïñ³Ý½ÇïÇíáõÃÛ³Ý, 

å³ñ½»óÙ³Ý, ·áõÙ³ñÙ³Ý, μ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý  ̈μ³Å³ÝÙ³Ý: 

îñ³Ý½ÇïÇíáõÃÛáõÝ.
E F F G

E G
:

ä³ñ½»óáõÙ. ·áõÙ³ñáõÙÁ ÏáÙáõï³ïÇí ¿  ̈ ³ëáóÇ³ïÇí; μ³½Ù³-

å³ïÏáõÙÁ ÏáÙáõï³ïÇí ¿, ³ëáóÇ³ïÇí ¨ ¹ÇëïñÇμáõïÇí ·áõÙ³ñÙ³Ý 
ÝÏ³ïÙ³Ùμ; ÝáõÛÝ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ñ³Ý»É (ûñÇ-

Ý³Ï, E b E  ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÷áË³ñÇÝ»É a b E -áí); 

³ÙμáÕç Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ ¨ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ñ³ßí»É; ³ñï³-

Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ï»Õ³÷áË»É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ÙÛáõë ÏáÕÙÁª 
÷áË»Éáí ·áñÍ³ÏóÇ Ýß³ÝÁ; 0 E -Ý Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÷áË³ñÇÝ»É 0 -áí: 

¶áõÙ³ñáõÙ. 
E F G H

E G F H
:

´³½Ù³å³ïÏáõÙ c N -áí.
E F

c E c F
:

´³Å³ÝáõÙ.  »Ã» , 0,c N c b Z , |c E   ¨  ëï³óíáõÙ ¿ /E  ù³Ýáñ¹, 

³å³ 
/

E b

E b c
, áñï»Õ a -Ý ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù ³ÛÝ ³Ù»Ý³÷áùñ ³ÙμáÕç 

ÃÇíÁ, áñÁ ·»ñ³½³ÝóáõÙ ¿ a -Ý: àñå»ë½Ç ³å³óáõó»Ýù, áñ ¹Ç½ÛáõÝÏïÇí 

ÝáñÙ³É Ó¨áí ¥¹.Ý.Ó.¤ Ý»ñÏ³Û³óí³Í A  μ³Ý³Ó¨Á ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝ ¿, 
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B A  μ³Ý³Ó¨Ý ³ñï³Ñ³ÛïáõÙ »Ýù Ï.Ý.Ó.-áí` ,&i I iB D  áñï»Õ Ûáõñ³-

ù³ÝãÛáõñ ,1 ,2 ,( ) ( ) ( )
ii i i i lD x x x  ï³ññ³Ï³Ý ¹Ç½ÛáõÝÏï ¿, ,( )i jx -Ý 

ïñ³Ù³μ³Ý³Ï³Ý ÷á÷áË³Ï³Ý ¿ Ï³Ù Ýñ³ ÅËïáõÙ: CP  Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ x
ïñ³Ù³μ³Ý³Ï³Ý ÷á÷áË³Ï³ÝÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ ( ) xR x , ÇëÏ x -

ÇÝª ( ) 1 xR x  Ãí³μ³Ý³Ï³Ý ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ,( ( ))j J i jR x -Ý 

ë³ÑÙ³Ý»Ýù ,( ( )) 1i jj J
R x  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ùμ: ì»ñç³å»ë, ( )R B -Ý 

,{ ( ( )) : }j J i jR x i I  ·Í³ÛÇÝ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ¿:  

CP  Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³ùëÇáÙÝ»ñÝ »Ýª 1 0, 1 1, x x, x 0, 1 x  ³ÝÑ³-

í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ,  áñï»Õ x -Á Ãí³μ³Ý³Ï³Ý ÷á÷áË³Ï³Ý ¿:  

ê³ÑÙ³ÝáõÙ: Î³ë»Ýù, áñ Ï.Ý.Ó.-áí ïñí³Í B  μ³Ý³Ó¨Á CP -Ñ»ñù»ÉÇ ¿, 

»Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0 , , ms s  ·Í³ÛÇÝ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³-

ÝáõÃÛáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ áñ  

ms -Á 0 1-Ý ¿, 

 ó³ÝÏ³ó³Í i m  Ñ³Ù³ñ is -Ý Ï³Ù CP  Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³ùëÇáÙ ¿  ̀

1 0, 1 1, x x, x 0, 1 x , áñï»Õ x -Á B -Ç áñ¨¿ ïñ³Ù³μ³Ý³Ï³Ý 

÷á÷áË³Ï³ÝÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ãí³μ³Ý³Ï³Ý ÷á÷áË³Ï³ÝÝ ¿, Ï³Ù 
B -Ç ¹Ç½ÛáõÝÏïÝ»ñÇó Ù»ÏÇÝ í»ñáÑÇßÛ³É »Õ³Ý³Ïáí Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ¿, Ï³Ù is -Ý ëï³óíáõÙ ¿ Çñ Ý³Ëáñ¹Ý»ñÇó ïñ³Ý½ÇïÇ-

íáõÃÛ³Ý, å³ñ½»óÙ³Ý, ·áõÙ³ñÙ³Ý, μ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ¨ μ³Å³ÝÙ³Ý 
Ï³ÝáÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ:  

A  μ³Ý³Ó¨Ç CP -Ñ»ñùáõÙÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù A  μ³Ý³Ó̈ Ç CP -³ñï³ÍáõÙ: 

1.2. CP -áõÙ ³ñï³ÍáõÙ Ï³éáõó»Éáõ ÁÝÃ³ó³Ï³ñ·Á: ¸Çóáõù A  ÝáõÛÝ³-

μ³ÝáõÃÛ³Ý ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÝ »Ý 1 2, , nx x x -Á: ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù ÙÇ ÁÝÃ³ó³-

Ï³ñ·, áñÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 3 2n n  ù³ÛÉáõÙ A -Ç ¹Ç½ÛáõÝÏïÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ë-

Ë³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ï³ñ»ÉÇ ¿ CP -áõÙ ³ñï³Í»É 0 1 ³ÝÑ³í³-

ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  

òáõÛó  ï³Ýù,  áñ  Ï³ñ»ÉÇ  ¿  A -Ç  ¹Ç½ÛáõÝÏïÝ»ñÇÝ  Ñ³Ù³å³ï³ë-
Ë³ÝáÕ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó CP -áõÙ m -Ç Ñ³Ù³ñ (1 )m n

1 22 2 (2 2 2 )n n n mn   ù³ÛÉáõÙ μáÉáñ 1 2, , , m
m E  (m-ã³÷³ÝÇ 

ÙÇ³íáñ Ëáñ³Ý³ñ¹) Ñ³í³ùÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ³ñï³Í»É Ñ»ï¨Û³É ³ÝÑ³í³ë³ñáõ-
ÃÛáõÝÝ»ñÁª  

                      
1

x , 1,
m

i i
i

 áñï»Õ x ,i i

x ,

1 x ,
i

i

      
0

1
i

i

 : 

³¤ Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù åÝ¹áõÙÁ m n -Ç Ñ³Ù³ñ: ò³ÝÏ³ó³Í 

1 2, , , n
n E  Ñ³í³ùÇ Ñ³Ù³ñ »Ã» , 1,i ix i n , A -Ý Ñ³í³ë³ñ ¿ 0: 

²ÛëÇÝùÝ` A -Ç  áñ¨¿  ¹Ç½ÛáõÝÏïÁ Ñ³í³ë³ñ  ¿  0: ºÝÃ³¹ñ»Ýù  ³Û¹ ¹Ç½ÛáõÝÏ-

ïÁ 1 1i ik ik ik lx x x x  ¿: àõñ»ÙÝ` 1 1 0,i ik ik ik l

³ÛëÇÝùÝ` 1 0i ik  ¨ 1 1ik ik l : ²Û¹ ¹Ç½ÛáõÝÏïÇÝ Ñ³Ù³å³-

ï³ëË³ÝáõÙ ¿ Ñ»ï Û̈³É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ` 

»Ã» 

»Ã» 
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1 1x x 1 x 1 x 1i ik ik ik l :

¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÝ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÁ 1 2, , nx x x -Çó, áñáÝù ³Ûë ¹Ç½ÛáõÝÏïáõÙ 

ã»Ý Ù³ëÝ³ÏóáõÙ: ºÃ» ³Û¹ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ 0j ,

³å³ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ ·áõÙ³ñ»Ýù x 0j , ÇëÏ »Ã» 1j , ³å³ 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ ·áõÙ³ñ»Ýù 1 x 0 (1 x )j j : ²ÛëåÇëáí, Ï³ï³ñ»Éáí 

áã ³í»ÉÇ, ù³Ý n  ù³ÛÉ, ëï³ó³Ýù  
1

(x , ) 1
n

i i
i

 ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ïíÛ³É 

1 2( , , , ) n
n E  Ñ³í³ùÇ Ñ³Ù³ñ: ´áÉáñ Ñ³í³ùÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³Ù³å³-

ï³ëË³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¿ Ï³ï³ñ»É áã 

³í»ÉÇ,  ù³Ý 2n n  ù³ÛÉ:  

μ¤ ²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» 1 22 2 (2 2 2 )n n n kn  ù³ÛÉáõÙ ëï³ó»É 

»Ýù 
1

(x , ) 1
k

i i
i

 ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ μáÉáñ 1 2( , , , ) k
k E  Ñ³í³ù-

Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ, áñï»Õ 2 k n :

¸Çï³ñÏ»Ýù ó³ÝÏ³ó³Í 1
1 2 1( , , , ) k

k E  Ñ³í³ùÇ Ñ³Ù³ñ 

1 2 1( , , , ,0)k  ¨ 1 2 1( , , , ,1)k  Ñ³í³ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ.  
1

1

x , x 1
k

i i k
i

,
1

1

x , 1 x 1
k

i i k
i

:

²Ûë »ñÏáõ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ·áõÙ³ñ»Éáíª Ïëï³Ý³Ýù 
1 1

1 1

2 x , 1 x , 1
k k

i i i i
i i

:

²ÛëÇÝùÝ, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 1
1 2 1, , , k

k E  Ñ³í³ùÇ Ñ³Ù³ñ Ï³ï³-

ñ»Éáí »ñÏáõ ù³ÛÉ,  ëï³ó³Ýù 
1

1

x , 1
k

i i
i

: ´áÉáñ 1
1 2 1, , , k

k E

Ñ³í³ùÝ»ñÇÝ  Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ  Ïëï³Ý³Ýù  
1 2 1 1 2 12 2 (2 2 2 ) 2 2 2 2 (2 2 2 2 )n n n k k n n n k kn n

ù³ÛÉáõÙ, áñÁ ³å³óáõóáõÙ ¿ ûÅ³Ý¹³Ï åÝ¹áõÙÁ: 

²ÛëåÇëáí` 1m  ¹»åùáõÙ 
1

x 1,

1 x 1
1

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ëï³-

ó³Ýù 1 2 2 12 2 (2 2 2 2 )n n nn  ù³ÛÉáõÙ: ø³ÝÇ áñ  
1

x 1
1 2 0 1

1 x 1
1

,

³å³ 0 1 ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ³ñï³Íí»ó  
1 22 2 (2 2 1) 2 2 (2 1) 3 2n n n n n nn n n

ù³ÛÉáõÙ: 
1.3. «Resolution» (R)  Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ³é³í»É Ñ³Ýñ³Ñ³Ûï ¿, Ñ»ï¨³μ³ñ, 

Ù³Ýñ³Ù³ëÝ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ï³ñÇù ãáõÝÇ: ÐÇß»óÝ»Ýù, áñ ³ÛÝ ÝáõÛÝå»ë ÙÇï-
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í³Í ¿ Ï.Ý.Ó.-áí ïñí³Í μ³Ý³Ó̈ »ñÇ Ñ»ñùÙ³ÝÁ: R  Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ ³ùëÇáÙÝ»ñ 

ã»Ý ýÇùëíáõÙ: ²ñï³ÍÙ³Ý ÙÇ³Ï Ï³ÝáÝÁ é»½áÉÛáõóÇ³ÛÇ Ï³ÝáÝÝ ¿:  

1 2

1 2

i iD x D x

D D
,

áñï»Õ 1 2,D D -Á ¹Ç½ÛáõÝÏïÝ»ñ »Ý, ÇëÏ ix -Ýª ïñ³Ù³μ³Ý³Ï³Ý ÷á÷áË³Ï³Ý: 

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ A  ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ Ï³éáõóáõÙ »Ýù A -ÇÝ 

Ñ³Ù³ñÅ»ù Ï.Ý.Ó.-Ý ¨ Ýñ³ ¹Ç½ÛáõÝÏïÝ»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ ³ùëÇáÙ Ñ³Ù³-

ñ»Éáíª ÏÇñ³éáõÙ í»ñáÑÇßÛ³É Ï³ÝáÝÁ: Üå³ï³ÏÁ ¹³ï³ñÏ ¹Ç½ÛáõÝÏï ( )
³ñï³Í»ÉÝ ¿: A  μ³Ý³Ó̈ Ç Ñ»ñùáõÙÁ R -áõÙ ÏáãíáõÙ ¿ A -Ç R -³ñï³ÍáõÙ:  

R -Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ ³ñï³ÍáõÙÝ»ñÁ ¹Çï³ñÏ»É Í³éÇ 

ï»ëùáí (³ñï³ÍÙ³ÝÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ñ³Ýñ³Ñ³Ûï »Õ³Ý³ÏÝ»ñáí 

Ï³éáõóí³Í ·ñ³ýÁ Í³é ¿):  
¸Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ   

1 2

1 2

i iD x D x

D D
Ï³ÝáÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿  

1 2 1 2

1 2

i iD D x D D x

D D
Ï³ÝáÝÇÝ, Ñ»ï¨³μ³ñ, ïñí³Í ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ A -ÇÝ Ñ³Ù³å³-

ï³ëË³ÝáÕ ¹Ç½ÛáõÝÏïÝ»ñÇ μ³½ÙáõÃÛáõÝÇó  ¹Ç½ÛáõÝÏïÁ Ï³ñï³ÍíÇ R -Ñ³-

Ù³Ï³ñ·áõÙ ³ÛÝ ̈  ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ³ÛÝ ³ñï³ÍíÇ R -Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ, 

áñÁ ëï³óíáõÙ ¿ R -Çóª Ýñ³Ý ³í»É³óÝ»Éáí 
D

D D
 Éñ³óÙ³Ý Ï³ÝáÝÁ, áñï»Õ 

D , D -Á  ¹Ç½ÛáõÝÏïÝ»ñ »Ý: 

²ÏÝÑ³Ûï ¿,  áñ,  ÏÇñ³é»Éáí  Éñ³óÙ³Ý  Ï³ÝáÝÁ,  Ï³ñ»ÉÇ  ¿  1.2 ³¤  Ï»-
ïÇ ÝÙ³ÝáõÃÛ³Ùμ «Éñ³óÝ»É» ³ÝÑñ³Å»ßï ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÁ Ï³Ù Ýñ³Ýó 
ÅËïáõÙÝ»ñÁ, ³å³, ÏÇñ³é»Éáí «Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý» ½áõÛ·»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ 

é»½áÉÛáõóÇ³ÛÇ Ï³ÝáÝÁ, 1.2. μ¤ Ï»ïÇ ÝÙ³ÝáõÃÛ³Ùμ ³ñï³Í»É  ¹Ç½ÛáõÝÏïÁ: 

²ÏÝÑ³Ûï ¿ Ý³ ,̈ áñ ÏÇñ³éíáÕ ù³ÛÉ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ ÝáõÛÝÝ ¿, ÇÝã áñ 1.2 Ï»ïáõÙ: 

2. CP  ¨  R  Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñáõÙ ³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ μ³ñ¹áõÃÛ³Ý ·Ý³Ñ³ï³-

Ï³ÝÝ»ñÁ: ²Ûëï»Õ ïñí»Éáõ »Ý CP - ¨ R -Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ Ñ³Ù³ñ ³ñï³ÍáõÙ-

Ý»ñÇ μ³ñ¹áõÃÛ³Ý ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÝ»ñÁ μ³Ý³Ó¨»ñÇ áñáß³ÏÇ ¹³ë»ñÇ Ñ³Ù³ñ: 

¶ñ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÇó  Ñ³ÛïÝÇ  »Ý  ³é³ÝÓÇÝ  μ³Ý³Ó¨»ñ,  áñáÝó  Ñ³Ù³ñ  CP -

¨ R -Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñáõÙ ëï³óí³Í »Ý ³ñï³ÍÙ³Ý μ³ñ¹áõÃÛ³Ý ëïáñÇÝ óáõó-

ã³ÛÇÝ ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÝ»ñ (Clique  ¨ nPHP  μ³Ý³Ó¨»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³-

Ý³μ³ñ [1]): 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ: CP -  ¨ R -Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñáõÙ  ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛ³Ý ³ñï³Í-

Ù³Ý Ýí³½³·áõÛÝ ù³ÛÉ»ñÇ (Çñ³ñÇó ï³ñμ»ñ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ` CP -áõÙ  ̈

Çñ³ñÇó ï³ñμ»ñ ¹Ç½ÛáõÝÏïÝ»ñÇ` R -áõÙ) ù³Ý³ÏÁ ³Ýí³Ý»Ýù -Ç ³ñï³Í-

Ù³Ý μ³ñ¹áõÃÛáõÝ ̈  Ýß³Ý³Ï»Ýù CPT  ¨ RT  Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³μ³ñ: 



43

ú·ï³·áñÍ»Éáí [2]-áõÙ Ý»ñÙáõÍí³Í -áñáßÇã ÏáÝÛáõÝÏïÇ ¨ ÙÇÝÇÙ³É 

-áñáßÇã ¹Ç½ÛáõÝÏïÇí ÝáñÙ³É ï»ëùÇ ·³Õ³÷³ñÝ»ñÁ ¨ Ýñ³Ýó áñáß³ÏÇ 

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁª ³Ûëï»Õ ³å³óáõó»Éáõ »Ýù, áñ ó³ÝÏ³ó³Í μ³í³Ï³Ý³-

ã³÷ Ù»Í n -Ç ¨ i -Ç Ñ³Ù³ñ, 1 log 2
2 n

n
i , ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ i

n

ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ, áñ i
n -Ç »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ n 

Ï³ñ·Ç  ¿,  ÇëÏ  ( )i
n

CP iT n  ¨ 1( )i
n

CP iT n :  ÜáõÛÝÁ  Ý³¨  i
n

RT -Ç  Ñ³Ù³ñ: 

ÐÇß»óÝ»Ýù [2]-áõÙ ïñí³Í ÙÇ ù³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñ: 
ÆÝãå»ë ÁÝ¹áõÝí³Í ¿, ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÁ ¨ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ÅËïáõÙ-

Ý»ñÁ  Ï³Ýí³Ý»Ýù ÉÇï»ñ³ÉÝ»ñ: K  ÏáÝÛáõÝÏïÁ ÏÝ»ñÏ³Û³óÝ»Ýù áñå»ë ÉÇï»-

ñ³ÉÝ»ñÇ μ³½ÙáõÃÛáõÝ ¨ Ï³Ýí³Ý»Ýù ¹³ë (áã ÙÇ ¹³ë ãÇ Ï³ñáÕ å³ñáõÝ³Ï»É ¨° 
÷á÷áË³Ï³ÝÁ, °̈ ³Û¹ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ÅËïáõÙÁ): ¸.Ý.Ó.-Ý Ï³ñáÕ ¿ ³ñï³-

Ñ³Ûïí»É áñå»ë 1 2, , , lK K K  ¹³ë»ñÇ μ³½ÙáõÃÛáõÝ: 

¾ÉÇÙÇÝ³óÇ³ÛÇ Ï³ÝáÝÁ (  Ï³ÝáÝÁ) ³ñï³ÍáõÙ ¿ K K  ¹³ëÁ 

{ }K x  ¨ { }xK  ¹³ë»ñÇó, áñï»Õ K  - Á ¨ K  - Á ¹³ë»ñ »Ý, ÇëÏ x  – Á 

ïñ³Ù³μ³Ý³Ï³Ý ÷á÷áË³Ï³Ý ¿: 
Î³ë»Ýù, áñ K  ÏáÝÛáõÝÏïÁ ³ñï³ÍíáõÙ ¿ D  ¹.Ý.Ó.-Çó, »Ã» Ï³ ¹³ë»ñÇ 

³ÛÝåÇëÇ í»ñç³íáñ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ¹³ë Ñ³çáñ¹³-
Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç Ï³Ù D -Ç ¹³ë»ñÇó Ù»ÏÝ ¿, Ï³Ù ³ñï³ÍíáõÙ ¿ Ñ³çáñ¹³Ï³-
ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç Çñ»Ý Ý³Ëáñ¹áÕ ¹³ë»ñÇó  Ï³ÝáÝÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ¨ í»ñçÇÝ ¹³ëÁ 

K -Ý ¿: 

D  ¹.Ý.Ó.-Ý ÏáãíáõÙ ¿ ÉñÇí (ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝ ¿), »Ã»  ¹³ï³ñÏ 

ÏáÝÛáõÝÏïÁ Ï³ñáÕ ¿ ³ñï³Íí»É D -Çó: 
D  ÉñÇí ¹.Ý.Ó.-Çó  ¹³ï³ñÏ ÏáÝÛáõÝÏïÇ ³ñï³ÍÙ³Ý Å³Ù³Ý³Ï 

Ï³ÝáÝÇ ÏÇñ³éÙ³Ý Ýí³½³·áõÛÝ ù³Ý³ÏÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù D -Ç μ³ñ¹áõÃÛáõÝ ¨ 

ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ( )C D :

ºÝÃ³¹ñ»Ýù 1 2{ , , , }nx x x -Á  μ³Ý³Ó¨Ç Çñ³ñÇó ï³ñμ»ñ ÷á÷á-

Ë³Ï³ÝÝ»ñÇ μ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿: Ð»ï¨»Éáí [2]-ÇÝ` 1 2( , , , ) m
m E

1 m n  Ñ³í³ùÇ Ñ³Ù³ñ 1 2

1 2
{ , , , }m

mi i iK x x x  ÏáÝÛáõÝÏïÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù 

-áñáßÇã, »Ã» ³Ù»Ý ÙÇ 
jix -ÇÝ j  ³ñÅ»ùÁ í»ñ³·ñ»Éáíª ÑÝ³ñ³íáñ ÉÇÝÇ 

áñáß»É -Ç ³ñÅ»ùÁª ³ÝÏ³Ë ÙÝ³ó³Í ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ³ñÅ»ùÇó: 

ºÝÃ³¹ñ»Ýù -Ý ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝ ¿: 

D  ÉñÇí ¹.Ý.Ó.-Ý Ï³Ýí³Ý»Ýù -áñáßÇã, »Ã» D -Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ÏáÝ-

ÛáõÝÏï -áñáßÇã ¿: ò³ÝÏ³ó³Í -áñáßÇã ¹.Ý.Ó. D , áñÝ áõÝÇ ÙÇÝÇÙ³É μ³ñ-

¹áõÃÛáõÝ, Ï³Ýí³Ý»Ýù ÙÇÝÇÙ³É áñáßÇã ¹.Ý.Ó. -Ç Ñ³Ù³ñ ¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù min :D

¸Åí³ñ ã¿ ï»ëÝ»É, áñ Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ ×Çßï ¿: 

ºÃ»  ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í -áñáßÇã ÏáÝÛáõÝÏï å³ñáõÝ³-

ÏáõÙ ¿ ³éÝí³½Ý m  ÉÇï»ñ³É, ³å³ min 1( ) 2 1mC D  (É»ÙÙ³ 1, [2]) : 

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨³É ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁª 
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,,
11

& i

i jn

m n

n m
ijE

x , ( 1, 1 2 1)nn m :

¸Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ,n m -áñáßÇã ÏáÝÛáõÝÏï å³ñáõ-

Ý³ÏáõÙ ¿ ³éÝí³½Ý m  ÉÇï»ñ³É, Ñ»ï¨³μ³ñ, í»ñáÑÇßÛ³É åÝ¹áõÙÇó Ñ»ï¨áõÙ 

¿, áñ ó³ÝÏ³ó³Í n -Ç Ñ³Ù³ñ 
,

min 12 1
n m

mC D :

ÜÏ³ï»Ýù, áñ  »Ã»  ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ -áñáßÇã ÏáÝÛáõÝÏïÇ 

ÙÇÝÇÙ³É ÉÇï»ñ³ÉÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ m  ¿, ³å³ -Ç ó³ÝÏ³ó³Í Ï.Ý.Ó.-Ç Ûáõñ³-

ù³ÝãÛáõñ ¹Ç½ÛáõÝÏï å»ïù ¿ å³ñáõÝ³ÏÇ ÝáõÛÝå»ë ³éÝí³½Ý m  ÉÇï»ñ³É, 

ù³ÝÇ áñ Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ ³Û¹ ¹Ç½ÛáõÝÏïÁ ÅËïáÕ ÏáÝÛáõÝÏïÁ ÏÉÇÝÇ 
³í»ÉÇ ùÇã Ãíáí ÉÇï»ñ³ÉÝ»ñáí -áñáßÇã:  

²Ûëï»ÕÇó ëï³óíáõÙ ¿, áñ ,n m -ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ï.Ý.Ó.-Ý 

å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ³éÝí³½Ý 2m  ¹Ç½ÛáõÝÏï, áñáÝóÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇ ÏÇñ³-

éáõÙÁ Ã»° CP -³ñï³ÍÙ³Ý, Ã»° R -³ñï³ÍÙ³Ý Ù»ç ³ÝÑñ³Å»ßï ¿, Ñ»ï¨³μ³ñª  

,
2

n m

CP mT   ¨  
,

2
n m

R mT :

ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù -Ý ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝ ¿ ¨ minD -Á Ýñ³ áñ¨¿ ÙÇ-

ÝÇÙ³É -áñáßÇã ¹.Ý.Ó. ¿: minD -Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ÷á÷áË³Ï³Ý ³Ýí³Ý»Ýù 

Ï³ñ¨áñ -Ç Ñ³Ù³ñ: 

Ð³ÛïÝÇ »Ý μ³½Ù³ÃÇí ûñÇÝ³ÏÝ»ñ ³ÛÝåÇëÇ ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, 

áñáÝó Ï³ñ¨áñ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ï³ñáÕ ¿ ¿³å»ë ³í»ÉÇ ÷áùñ ÉÇÝ»É 
Ýñ³Ýó μáÉáñ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÇó: 

´Ý³Ï³Ý ¿, áñ 1.2 ¨ 1.3-áõÙ ÝÏ³ñ³·ñí³Í ³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ Ï³éáõóÙ³Ý 
ÁÝÃ³ó³Ï³ñ·»ñÁ Ï³ñáÕ »Ý ÏÇñ³éí»É áã Ã» ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛ³Ý μáÉáñ 

÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ, ³ÛÉ ÙÇ³ÛÝ μáÉáñ Ï³ñ¨áñÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ,  
Ñ»ï¨³μ³ñ, ëïáõÛ· ¿ Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ: 

Â » á ñ » Ù : ò³ÝÏ³ó³Í μ³í³Ï³Ý³ã³÷ Ù»Í n -Ç ¨ i -Ç Ñ³Ù³ñ,  

1 log 2
2 n

n
i , ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ i

n  ÝáõÛÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³çáñ-

¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ, áñáÝóÇó ó³ÝÏ³ó³ÍÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ  n   Ï³ñ·Ç ¿, ÇëÏ  

( )i
n

CP iT n   ¨  1( )i
n

CP iT n ,

( )i
n

CP iT n   ¨  1( )i
n

CP iT n :

Â»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ëï³Ý³É ÇÝãå»ë ¨ [2]-áõÙª û·ï³·áñÍ»Éáí 

,
i

i
n n n

 μ³Ý³Ó¨»ñÁ ¨ ÑÇÙÝí»Éáí í»ñáÑÇßÛ³É ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ íñ³: 

ÆÝýáñÙ³ïÇÏ³ÛÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³ïñ³Ù³-                                                      êï³óí»É ¿ 14.07.2006 
μ³Ý³Ï³Ý  Ù»Ãá¹Ý»ñÇ ³ÙμÇáÝ 
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S. R. ALEKSANYAN 

ON  PROOF  NORMAL  FORMS  FOR  SOME  SYSTEMS  OF  CLASSICAL 
PROPOSITIONAL  LOGIC 

Su m m ary  

In this paper proof normal forms are given for some non-traditional systems 
of classical propositional logic. On basis of that forms the upper and lower bounds 
of proof complexity are given using the notion of -determinative disjunctive 
normal form.


